
Berechnung 
von Reaktionen mit statistischem Gleichgewicht l) 

Von JOH. BOESLER und REINHOLD BUDRUSS 

Wit 1 Abbildung 

lnhaltsubersicht 
Es wird eine Methode entwickelt, welche gestattet, die Produktzusammensetzung bei 

Reaktionen mit statistischer Verteilung vorauszubestimmen, andererseits bei Vorliegen 
von pemessenen Werten die Reaktionsgeschvvindigkeiten zu ermitteln. 

1. Einleitung 

Eine typische Reaktion, die nach einem statistischen Gleichgewicht 
verlauft, ist die Chlorierung von Kohlenwfasserstoffen. Der einfachste 
Fall. an dem die Berechnung der Produktverteilung hier erlautert wird, 
ist die Chlorierung von Methan, jedoch lafit sich, nachdem das Grund- 
satzliche der Methode entwickelt worden ist, das Berechnungsverfahren 
&nnpemaB auf alle ahnlich verlaufenden Reaktionen ubertragen. 

Der Reaktionsverlauf ist folgender : 
1. CH, + C1, = CH,CI + HCl 
2. CH,CI + C1, = CH,Cl, + HCl 
3. CH,Cl, + C1, = CHCI, + HCl 
4. CHCl, + C1, = CCI, + HCl. 

Wird die Reaktion von reinem CH, ausgehend eingeleitet, so er- 
scheinen mit der Bildung des ersten Substitutionsproduktes auch alle 
andereri. Wenn also eine bestimmte Menge C1, zur Reaktion gebracht 
worden ist, werden alle vier Substitutionsprodukte und das Ausganps- 
produkt, hier CH,, in einer bestimmten Verteilung vorliegen. Ma& 
gebend fur die Verteilung ist die von jedem Produkt vor der Reaktion 
vorliegende Menge und die Reaktionsgeschwindigkeit der einzelnen 
Reaktionsteilnehmer. (Ausgenommen hiervon ist der Fall, in dern CHCl, 
als einziges Produkt V O ~  der Reaktion vorliegt ; hier ktlnn nur noch CCl, 
gebildet werden.) 

HC1 ist nicht als Reaktionsteilnehmer zu werten und scheidet daher 
hei den weiteren Betrachtungen aus. 

1) Die Arbeiten wurden im Jahre 1947 durchgefuhrt. 
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Es gibt verschiedene Methoden, um die statistische Verteilung der 
Reaktionsprodukte vorauszubestimmen. Sie gehen alle, soweit bekannt. 
von der Reihenentwicklung aus, was naheliegend ist ; die Reihenen t- 
wicklung, ausgehend von CI,, gibt aber nur einen verhaltnismafiig kleinen 
Reaktionsabschnitt genau wieder und krankt daran, daS eine Reihe 
sich nicht ,,anhalten lafit". Das soll heiaen, daB bei dem vierten S u b  
stitutionsprodukt die Reaktion endgultig au Ende ist, ein funftes Pro- 
dukt gibt es nicht mehr. 

Es wurde daher diese Methode grundsatzlich verlassen ; damit kanri 
nicht mehr von der zur Reaktion gebrachten C1,-Menge ausgegangen 
werden, sondern es mu13 mit der durch Reaktion verschwundenen oder 
gebildeten Menge irgend ekes der Reaktionsteilnehmer begonnen und 
die erforderliche C1,-Menge hin terher bestimmt werden. 

AuSerdem mufi von einer ganz allgemein gultigen Methode zur 
Berechnung der Produktverteilung verlangt werden, daS aul3er etwa 
nur e inem Anfangsprodukt - vielleicht CH, - alle anderen Substitu- 
tionsprodukte schon in bestimmter Verteilung vorliegen und dabei 
die Zusammensetzung nach der Reaktion richtig wiedergegeben wird. 

2. Das Reaktionsgemiseh bei Gleichbereehtigung 
aller Reaktionsteilnehmer 

Der rechnerisch am einfachsten zu behandelnde Fall liegt vor, 
wenn die Reaktionsgeschwindigkeit bei allen Reaktionsteilnehmern 
gleich grol3 ist. 

Die einzelnen Reaktionsteilnehmer seien bei laufender Reaktion : 
Das Ausgangsprodukt - hier CH, - = m, 
das erste Substitutionsprodukt = m, 
das zweite Substitutionsprodukt = m, 
das dritte Substitutionsprodukt = m3 usw., 

aul3erdem soll 

sein. 
m , + m , + m , + m , + ~ ~ ~ m , = 1  

Das bei Beginn d e r  R e a k t i o n  vorliegende Produkt 
M,, bzw. MI, bzw. M, usw., die Indizes wie oben, 

aul3erdem 
M, +MI + M, + M3 + .  1 * = 1. 

Die I ' inderung der einzelnen Produkte sei absolut 
(dm,l, Idm,J, Idm,l,. . . usw. 

sei 

Dam ist bei gleicher Reaktionsgeschwindigkeit fur alle Teilnehmer 
__ ld%l - - ~ Idmll - ldmd =.  . . = dK, 
m, m1 m.2 

wobei K eine Hilfsgrofie ist, welche lediglich den Verhaltniswert ausdruckt. 
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Geht ein Betrag ]dmol in Reaktion, so erhalten wir den verbleiben- 

- den Betrag 

oder 

oder 

Die Differentialgleichung lautet : 

ma '= m, - Idm,l 

m, - mo = - !dm,l 

ma - m, = - m, dK. 

- 

- 

dm, = - m, dK 

und das allgemeine Integral 
ma = e-K+C.  

Wenn wir die Konstante bei Beginn der Reaktion einfuhren, folgt 

ma = M, e-K. (1) 

Fur den Beginn des Prozesses wird M, mit seinem tatsachlichen zu diesem 
Zeitpunkt vorhandenen Wert eingesetzt. Der Wert von m, ist frei 
wahlbar, d. h. es wird hier bewul3t von dem Wert M, - m, ausgegangen, 
also dem bei der Reaktion verschwindenden Teil des ursprunglichen 
Produktes, und nieht von der C1,-Zugabe. 

Fur das e r s t e  S u b s t i t u t i o n s p r o d u k t  liegen nun die Verhalt- 
nisse so. daI3 es gleichzeitig um den Betrag Idm,,l zunimmt und um den 
Betrag Idm,l abnimmt. 

Es wird also der verbleibende Betrag 
- 
ml = ml + Idma\ - Idmll 
m, - m, = (m, - ml) dK. 
- 

Die Differentialgleichung lautet : 
dm, = (ma - m,) d K  

und das allgemeine Integral 
m, = [M, K + C] e-K 

oder nach Bestimmung der Konstanten 
m, = [M, K + MI] e-K. 

Fur das zwe i t e  S u b s t i t u t i o n s p r o d u k t  wird analog 
- 
m2 - m2 = Idmll - Idm& 

woraus die Differentialgleichung folgt 
dm, = (m, - m,) d K  

und das allgemeine Integral 
m2 = [i M, K 2  + Ml K + C ]  e-K.  

20* 
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hach Bestimmung der Konstanten ist 
mB = (i M, Kg + M, I< + A12) e - g .  (3) 

Fur das d r i t t e  S n b s t i t u t i o n s p r o d u k t  folgt 

(4) 

Dws E n d p r o d u k t  m4 ist einfacli zu berechnen aus der Tatsaclie, dsJ3 
am Anfang der Reaktion 

&& + MI f M2 + &Iz + . . . = 1 
nar ,  also 

sein muB. 
Xus den vorstehenden Gln. ( I )  bis (4) ist clas Bildungsgesetz klar 

zii erkennen, so da13 die Methode ohne neuerliche Berechnungen anf 
beliebig viele Reaktionsteilnehmer ausgedehnt werden kann. 

1st etwit das Endprodukt m,, also das letzte reaktionsfahige Produkt 

1 1 
m, = - $1, KJ + - \I, KL + &I, K + &I3 e -K.  (l! 2 -  

m4 = 1 - mo - m, - m, - m, 

so wiirde fiir dieses die Gleichiing lauten: 

Man kann sich auch die Gleichungen sozusagen in vertikaler Richtung 
betrachten und man sieht, dalj fur jedes Produkt dieselbe Reihe ent- 
11 ickeIt worden ist, welche jeweils soviel spater beginnt, als der Stellung 
tles Produktes im ReaktionsprozeB entspricht. 

3. Das Reaktionsgemiseh bei versehiedenen fLenktionsgesehwiridigkeiten 
der einzelnen Teilnehmthr 

Die Annahme, da13 die Reaktionsgeschwindigkeit aller Teilnehmei 
gleich grolj ist, stellt eine unzulassige Einschranliiing dar. Die Behand- 
lung des Problems im Hinblick auf die verschiedene CrroIje der Reaktions- 
geschwindigkeiten ist ungleich schwieriger als bei gleicher Grolje. Sic 
fulirt xu unubersichtliehen Ausdrucken. Durcb eine entsprechende An- 
ordnung konn te allerdings erreicht werden, da13 zumindest das Bildungs- 
gesetz der einzelnen Glieder zu erlieiinen ist, so dalj eine Ausdehnung 
der Berechnungsmethode auf eine groljere Zalil von Reahtionsteil- 
nehmern durchaus moglicli ist, ohne neue Ableitungen vornehmen zu 
mussen. 

Die versehiedenen Reaktionsgesclin indigkeiten konnen dadurch 
zum Ausdruck gebracht werden, dalj die einzelnen Reaktionsteilnehmer 
ein ,,Gewicht" erhalten. Wenn also ein Teilnehmer p-ma1 so schnell a15 
ein ilnderer reagiert, so M urde dieses einer Erhihnng seines Betrages 
im Gemisch auf den p-fachen Wert entsprechen. 
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Analog der oben entwickelten Verhaltnisgleichung 

ware zu setzen 
- Id%/ _- = Idmil - jdm,l - .  , . = dK. 
Porno Pi% P2m2 

Man kann dann einen der Werte p, am besten p,,, gleich 1 setzen und 

Wir setzen genau wie oben fur den Reaktionsteilnehmer mo die 
alle anderen mit dem entsprechenden auf po = 1 reduzierten Wert. 

Differentialgleichung an 
dm, = - po m, dK, 

woraus nach Ermittlung der Konstanten das allgemeine Integral folgt 

Fur das e r s t  e Subs t i t  u t ions pr  o d uk t ist die Differen tialgleiehung 
m, = M, e-poK. (5 )  

dm, = (p0 mo - pi mi) dK, 
woraus das allgemeine Integral Iiervorgeh t 

mi = 
- Po + Pl 

welches besser in der Form geschrieben wird 
j e - P o K  ~ e - P I K )  

~ -~ 

P1- Po Po- Pl 
m, = po M, + Ml e-’IK 

Es folgt fiir das zwei te  S u h s t i t u t i o n s p r o d u k t  die Differential- 

Fur das d r i t t e  S u b s t i t u t i o n s p r o d u k t  wird 

dm3 = (Pz *2 - Ps md dK 
und allgemein 

e-PoK e - ~ &  + -  
+ - 

_- I 
I (PI - Po) (P2 - Po) tP3 - Po) 

(Po - P2) (Pi- P2) (P3 - PA 

(Po - Pl) (Pa - Pd (Ps - Pi) 

(Po - Pa) (Pi - Ps) (P2 - Ps) 

ms = Po Pl P2 MLl 

e-PaK e - ~ s K  
~ _ _ _ _ ~ ~ ~ -  + 

( 2 

( 8 )  

I 
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Danach diirfte das mathematische Bildungsgesetz derart klar sein, 
da13 es ohne Schwierigkeit auf eine beliebige Anxahl von Reaktions- 
teilnehmern erweitert werden kann. Die scheinbare Unubersichtlichkeit 
verschwindet im Augenblick der zahlenma13igen Auswertung. 

Eine Einschrankung schwerwiegender Art mu13 allerdings vorge- 
nommen werden. Die obigen Entwicklungen (5)  his (8) stimmen in allen 
den Fallen, in welchen nicht irgend zwei Reaktionsteilnehmer die gleiche 
oder nahezu gleiche Reaktionsgeschwindigkeit besitzen. Sollte dieses 
irgendwo eintreten, so wiirde die Differenz der Reaktionsgeschwindig- 
keiten nahezu oder gleich Null werden. Da die Reaktionsgeschwindig- 
keiten bzw. deren Masse im Nenner stehen, wurden die betreffenden 
Glieder unzulassig groG oder gleich 03 werden, womit eine xahlenmaBige 
Auswertung unmoglich wird. 

4. Die allgemeinste Losung des Problems 
Wenn man die Moglichkeit verschiedener Reaktionsgeschwindig- 

keiten der einzelnen Reaktionsteilnehmer als nicht ausgeschlossen an- 
sieht, sondern als die wahrscheinlichste Gegebenheit, so mu13 auch die 
Moglichkeit als wahrscheinlich vorausgesetzt werden, daB zwei Teil- 
nehrner die gleiche oder annahernd gleiche Reaktionsgeschwindigkeit 
besitzen. Die Ermittlung der Gleichungen fur tliese Falle war eine er- 
hebliche Arbeit. 

Die Grundgleichung ist bereits gegeben 
m, = M,. e-’06. 

Fur das erste Substitutionsprodukt wird die Differentialgleichung 
angesetzt 

Es sind hier zwei mogliche Losungsfalle zu unterscheiden : 
my + (pa + pl) mi i p0 p1 m1 == 0. 

1.  Po $: P1 

m, = C, e-’oK + C, e-’IK, 
wobei 

2 .  Po = PI 
m, = (c, + C, K) e-’OK, 

wobei 
c, = &Il 
c, = Po &I”. 
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2 PZ 
Po 
Pl 4 

3 1 PO P1 

5 , Po Po 

Fur  das zweite Substitutionsprodukt wurde die Differentialgleichung 
lauten 

(Co + K C,) e-PoK + C, e-PiK 
(Co + K C,) e-pn 
Co e-poK + (C, + K C,) e-P1K 
(Co + K C, + K2 C,) e-PoK 

+ C, e--P1 

Hier ergeben sich bereits funf verschiedene Losungsfalle, welche in der 
Tabelle 1 zusammengestellt sind. 

Fur das dritte Substitutionsprodukt wurde die Differentialglei- 
ehung lamuten 

m y  + (Po + P1 + P2 P3) mi;' + (Po P1 + Po Pn + Po P3 + P1 Pz + Pl P3 + Pz P3) my 

t (Po PI Pa + Po P1 P3 + Po Pz P3 + P1 Pz Pa) m; + (Po P1 Pz P3) m3 = 0. 

Die moglichen Losungsfalle sind in der Tabelle 2 zusammengestellt, 
bis auf  die Falle: po, po, pz, pz; pol pl, po, p1 und pa, pl, pl, po (siehe 
Tabelle 2a). 

Diese Entwicklungen wurden hier nur aufgenommen, um einen 
AbschluB des gesamten Problems zu erreichen. Fur die praktische 
Reshnung werden wohl immer die Gln. ( 5 )  bis (8) ausreichen. 

Tabelle 1 

' Reaktionsgeschwindigkeit fur I I Losung fur m2 

Die Werte der Konstanten sind: 
~ _ _  - -___. ________ 

c, = 
~ 

! c, = - ~ -  - co = I __ - 
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Tabelle 2 

P1 
P1 

Po 
Po 
P1 
Pl 

. 

Allgemeines Integral m, = 

Pz 
Pz 

Po 
Pz 
Po 
P1 

-- 

’ Reaktionsgeschwindigkeiten f iir 
I 

m3 

1 Po P3 

2 
3 
4 
5 
6 
7 

8 
9 

10 
11 

._ 

Po 
Po 
Po 
Po 
Po 
Po 

Po 
Po 
Po 
Po 

_ _  

P3 
P3 
Po 
Ps 
P1 

P2 

P3 
Po 
Po 
P1 

(Co + C, K + K2 C,) e-PoK + C3e-p*K 
(C,, + K C,  4- KzC3) e-pox + C,e-pi” 
(Co + K C ,  + K2 C,) e-PoK + C, e-plK 
C, e-PaK + (C, -t K C ,  + Ii, C,) e-pI K 

12 - Po - Po I Po Po - (Co + K C, + K2 C ,  + K3 C,) e-PoR 

Die Werte der Konstanten sind 

- P o  Pl P2 & 
(P1- Po) (Pz - Po) (P3 - Po) 

I 
~ 

I1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

P:, P2 (2 Po - Pz --lldJtl + 

PE Pi (2 Pn - Pi - 1’3) Mn I 

Po P2 M l  

(Pz - Po) (P3 -- Po) 
Po P1 MI 

(Pl - Po) (Ps - Po) 

(P2 - Pol2 (P3 - PO)* 

(P1 - PrJY (Pa - Po)’ 
Po M 2  

(P3 - Po) 
+- 

I11 8 

9 

10 

11 Po P? %l 

(pl - pO)’ 

IV 12 
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1 

11 

I 
- 

I1 

1 

8 

9 

10 

11 

1 
- 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Tabelle 2 (Fortsetzung) 

Pip2 3LJ 
(Pz - Po) (Pa - Po) 

Pi P1 Mo 
(Po - PAZ (P3 - P1) 

Po Pl?!I _ 

(Po - P1) (P3 - PI) 
+ -  -_ _____  

- POPlPZMO --__ + _PlPZMl- 
(Po - PJ2 (PZ - Pl) (Po - Pl) (Pz - PI) 
Po P: (2 P1- Po - P3) Mo 

(Po - PIY (P3 - Pd2 
P2 811 + p1Mz 

(Ps - PJ2 (P3 - P1) 
- P o  P1 _____ Pz (2 P1 - Po - P2) pa, 

(Pa - Pd2 (Pz - P1Y 
P1 Pz ;M1 + -Pz ‘Mz + >[, 

(Pz - PA2 (Pz - PI) 
__._____ P o  P1 Pz Mo + _ _ _  P1 Pz Ml 
(Po - P1) (PZ - PA2 (Pz - Pd2 

POPlPZMO _ J’IPZK + Pz% ~ 

(In0 - PdZ (P1- PZ) (Po - Pz) (P1- P2) (Po - P2) 
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IIL 

IV 

- 

8 

9 

10 

11 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

~ 

8 

9 

10 

11 

~ 

12 

Tabelle 2 (Fortsetzung) 

Pi &lo 
2 (P3 - Po) 
.- P:PZ?& + Po’231 , Pz% 
(Po - P2)3 (Po - P2I2 (Po - Pa) 

____ 
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10,2 
24,2 
32,5 
27,2 
24,3 
14,s 

- __ . 

5. Priifung der Methode an Versuchsergebnissen 
Es interessiert am meisten, wie weit die Theorie mit experimentellen 

Ergebnissen ubereinstimmt. Wir haben die von MCBEE und HASS ver- 
offentlichten Daten der Methanchlorierung zu diesem Zweck heran- 
gezogen (Ind. Engng. Chem. Marz 1942). Die Ergebnisse sind im 
Schaubild dargestellt ; dazu mu13 allerdings bemerkt werden, dalj die 
Verfasser die Analysenwerte bis zum Molverhaltnis 3 als einwandfrei 
angeben, dariiber hinaus wurden sie schwankend, infolge des Zerfalls 
in C und H,. 

Die Versuchsergebnisse : 

2,4 
11,2 
25,2 
35,6 
43,l 
51,8 

cl, 
CH& 

0,5 
171 
1,68 
1,98 
2,28 
3,02 
. 

- _ _  

66,O 
41,O 
24,7 
21,8 
16,7 

7,1 

Endprodukt 
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Gerechnet wurden mit Hilfe der Gln. (5) bis (8) an Hand der Ver- 
suchsergebnisse zunachst die Reaktionsgeschwindigkeiten. Es handelt 
sich dabei nicht um die momentanen Geschwindigkeiten. sondern die- 

Abb. 1. C h 1 o r  i e r u n g v o n  CH,. NCBEE und Hass, Ind. Engng. Chern. Narz I942 

jenigen, welche als Mittelwerte von 0 bis zum Molverhaltnis 1, \'on 0 his 
zum Molverhaltnis 2 usw. auf Grund der an diesen Punkten vorliegenden 
Znsammensetzungen resultieren. Es ergaben sich 

Es wurde dann mit einem iiber den ganzen Bereich einheitlichen 17er- 
haltnis der Reaktionsgeschwindigkeiten 

fur verschiedene Molverhaltnisse die Produktzusammensetzung bestimm t. 

Die eingetragenen Punkte zeigen eine gute ff bereinstimmung mit 
den experimentellen Werten. 
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Die hier en twickelte Berechnungsmethode ist als durchaus brauchbar 
anzusehen. Man kann mit einem geringen Zeitaufwand sowohl aus 
Experimenten die Reaktionsgeschwindigkeiten bestimmen, wie auch 
eine ziemlich sichere Voraussage iiber die Endprodukte geben. 

Le ipzig. 

b i  der Redaktion eingegangen am 6. Oktober 1954. 




